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Chapitre2

Programmation linéaire stochastique

1. Programmation linéaire

1.1 Définition PL : Un programme linéaire est un systeme d’équatiand’inégquations non strictes appelés
contraintes qui sont linéaires (les variables m& pas €élevées au carré, ne sont pas des expasasint pas
multipliées entre elles,...) sous lesquelles on dptimiser (maximiser ou minimiser) une fonction emtijf
également linéaire.

Les hypothéses de la programmation linéaire sont :
a- Proportionnalité et additivité (ou linéarité)

» Proportionnalité signifie que la contribution des variables de siéti a la fonction objectif et aux
contraintes est proportionnelle a leur valeur ga@mple : 31,%962 mais pasxi ou log(xy)).
1

» Additivité signifie que la contribution de chaque variable indépendante de la valeur des autres
variables (par exemplex3 + x, mais pas 3x;x5,).

Si cette hypothése est violée alors il s'agit deggammation non linéaire.
b- Divisibilité: Les variables prennent des valeurs fractionnaires.
Si cette hypothése est violée alors il s’agit deggammation en nombre entiers.
c- Certitude: chaque paramétre est connu précisément
Si cette hypothése est violée alors il s'agit deggammation stochastique

Plusieurgroblémes de décisionmatiques se décrivent sous formepdegrammes linéairegomme suit:

min{ciry + oy + -+ Cpy ) Ou encore Sous forme matricielle
subject to
S e MinF = Z GjX; minclz
asiry 4+ aspre + - -- 4+ ag,m, = by , 4 o b
' : S.C Zaux]:b] i=1,m s.t. Ar =
| ' P = x = 0.
Qi1 ) | L2032 [ Andn me x] > O ] = 1,n full
Ty, o, 2 0

Objectif : chercher la combinaison des valeurs optimale; dii satisfait les contraintes.

Exemplel :

Considérons un agriculteur qui posséde des tedeesuperficie égale a H hectares, dans lesquélpesut
planter du blé et du mais. L'agriculteur possédequantité E d'engrais et | d'insecticide. Le ldéassite une

quantité E1 d'engrais par hectare et 11 d'inse&igar hectare. Les quantités correspondantesi@aonais
sont notées E2 et 12.
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Soit P1 le prix de vente du blé et P2 celui du m@it¢on note par x1 et x2 le nombre d'hectarpkaater en
blé et en mais, alors ombre optimal d'hectares a plantem blé et en mais peut étre exprimé comme un
programme linéaire:

Max P;x; + P,x, // maximiser le revenu net

S.C x4 + x, < H// borne sur le nombre total d'hectares

E;x; + E;x, < E// borne sur la quantité d'engrais

I1x; + I,x, < I// borne sur la quantité d'insecticide

x; = 0,j = 1,2// Trivialement, on ne peut pas planter un nomiégatif d'hectares

1.2 Les formes d’'un PL UUn programme linéaire peut avoir les formes suipant

a. Forme standardJn probléme est dit sous forme standard si et seulement si toutes les vraies contraintes,

autre que x; = 0, sont des égalités.

minclz
s.t. Ar =0b
x = 0.

b. Forme canoniqueQuant a la forme canonique, elle fait intervenir exclusivement des inégalités.

MincT x

s.cAx>Db
x =0

c. Passage de la forme canonique a la forme sthndela se fait par introduction des variables d’écart dans
chaque contrainte d’inégalités.

Exemple 2: la forme standard du PL du premier exemple est :

Max P;x; + Pox,

X1 +X, +x3=H
Eixq + Exx; +x4 = E
[1X + Lxy + x5 =1
x;=20,j=15

1.3 Faisabilité et optimalité

Etant donné le programme linéaire suivant:  minc?T x
s.cAx=b
x>0
On appelleB = {x | Ax = b,x = 0 } 'ensemble de solutions admissibles.

On distingue les cas suivants :

B =+ ¢ etil existe une solution optimale ;
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B # @ et il n'existe pas de solution optimale (une irtBnide solutions); dans ce cas, B est
nécessairement non borné;

B = @ ; Dans un tel cas le probleme est sans solutiomniszible et ne possede évidemment pas de
solution optimale (probléme irréalisable).

1.4 Interprétation géométrique

L'ensemble des solutions d’'une inéquation linéawerespond a udemi-espacalansR”™ (un demi-
plan dansR?).

0 Une demi espace est défini dar € R*|a’x > b} ; a: vecteur non nul d&™ et b un

scalaire.

L'ensemble des solutions d'une équation linéaireespond a urhyperplan dansR™ (une droite
dans R).

0 Un hyperplan est défini pafx € R*|a"x =b}
L’ensemble des solutions d'un systeme d’équatiohsd'@équations linéaires correspond a
l'intersection deslemi-espacest deshyperplansassociés a chaque élément du systeme.
Cette intersection, appelée domaine admissiblec@stexe et définit upolyedreP danR™ (une
régionpolygonaledans R).

o0 P={x e R*|Ax > b} ; A: matrice de dimensiom X n et b vecteur d&™.

o Polyedre en forme standard :P={x € R"|Ax=b,x >01}:

Définition (ensemble convexe)

Un ensemble& c R™ est convexe si pour tomfy € S et toutd € [0,1] on a:

Ax+(1—-2A)yeES

1.5 Dualité

Etant donné le programme sous forme primale suivant

minz = cT x Ou : c et x sont des vecteurs de taille n, b uterede taille m, et A une
s.cAx=b matrice de taillen x n.
x =0

Sa forme duale est:

max w=bT y Ou : A, b et c restent les mémes et y un vectetaitle m.
s.cAly <c

Lesy; sont des variables libres.

Théoréme de dualité de la programmation linéaire

Soit A une matrice, ¢ et b des vecteurs ainin {cTx | Ax = b} = max {bTy|Aly < c} ; Pour autant
gue les deux ensembles soient non vides.

Remargue: Ce principe peut étre avantageusement employé eHaduque le probleme dual est d’'une
formulation plus pratique que le primal, ce quilestas lorsque dans le primal le nombre de vastabst
inférieur a celui des vraies contraintes.
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Les différentes relations entre le primal et leldwat résumées dans le tableau suivant :

Primal min max Dual
Contraintes > b; >0 Variables
<b; <0
=b; Libre
Variables >0 <g¢ Contraintes
Libre =¢
NB. Le dual du dual coincide avec le primal.
Exemple 3
Considérons que le probleme primal est de la forme minz = cT x
s.cAx=b
x>0

Trouvez le programme dual.

al en appliquant les régles de transformation

y=0

b/ en passant par la forme standard

Son programme dual selon la définition précédesite e

Ce qui est équivalent a (le programme dual)

Remarque

max w=>bT y
s.cAty <c

minz=cT x+ou
s.cAx—Iu=b
x =20,u=0

max w=bT y
s.cA'y <c
-ty <0

max w=bT y
s.cAly <c
y=0

Etant donné deux programmes duaux de PL, on ausujm des trois cas exclusifs :

Les deux problémes ont des solutions optimales fihiet y* telles que’x* = bTy* .
L'un n'a pas de solution admissible et I'autre a delutions admissibles, mais pas de solution

optimale finie.

Aucun des deux n’a de solution admissible.
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Exemple 4

Primal Dual

maxz = X; + X, minw = y;

S.c—X;+x,=1 s.c—y;ty, =1
1

—=X,=0 —=y, =1

X1 2X2 Y1 2}’2—

x =0

x*=(1,2) avec z=3 et y*=(3,4) et w=3 (les deux dmlos sont admissibles et optimales)

Primal Dual

maxz = X; + X, minw =y,
S.C—X1+x, =1 s.c—y;+ty, =1
X1+X2=O Y1+YZ21

x =0

Le primale n'a pas de solution admissible ; le dualdes solutions admissibles mais pas une
solution optimale finie.

Primal Dual

maxz = xX; + X, minw =y,
S.c—X;+x, =1 s.c—y;ty, =1
X1 =X, =0 yi—y2=21

x =20

Aucun des deux probléemes n’a de solution admissible

2. PL stochastique

L’hypothése de la connaissance parfaite de tougléesents du modele de la PL limite son utilité rgqud
s'agit de planifier en présence d'incertitudes. ©plusieurs situations pratiques, les coefficientsb; , c; ne
sont pas connus avec certitude, mais on connaliérsent leur distribution de probabilité. Quand un o
plusieurs éléments d’'un programme linéaire sontémtés par des variables aléatoiresprogramme
linéaire stochastiquese découle.

2.1. Faisabilité et optimalité sous l'incertitude

La présence d’incertitude influe faisabilité etioplité :

2.1.1 Approche de la valeur estimédEXPECTED VALUE)

Considérons le PL stochastique suivant :

Min —x,

S.C Xy +Xy+X3=2
Ap1Xq T+ ApXy + X =20 D
-1<x; =1
x; = 0,j =234
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Supposons que les coefficientsxdeet de x, dans (1)ne sont pas connu avec certitude, et qu’on coteait
distribution jointe :

3
(1, Z) avec une probabilité 0.5
(321,822) = 5
(—3,1) avec une probabilité 0.5

Dans ce cas: B},]= -1 et Ef,,]=1; en remplacent les coefficierits, etd,, par leurs valeurs estimées on
trouvera la solution faisable4(, x,, x5, x4)=(0,2,0,0) ; on veut examiner sa faisabilité sogsrtitude:

La contrainte correspondante a (1) peut étre éujaitzent :
3 5
X1 +ZX2 +X4 = 2 0U—3X1 +ZX2 +X4 = 2
La solution (0,2,0,0) ne satisfait aucune des edmtis et elle est de ce fait infaisable sous titade.

Remarguel Remplacer les variables aléatoires par leurs estinsane fournit pas toujours une solution
faisable a I'égard des variables aléatoires.

2.1.2 Approche d’analyse de scénarios

Cette approche imite le processus de reporter ddete décisions jusqu’au dernier moment ou toudes |
incertitudes seront levées. Par conséquence, lesagdociés a toutes les réalisations possibleepeétre
résolues. Cela donne lieu a plusieurs vecteursédisidns, un par chaque réalisation possible deablas
aléatoires.

Dans I'exemple précédent :

« La solution associée(@,q,a,;) = (1,%) est (-1, 3, 0, 0.75).

+  La solution associée(@;,a,,) = (—3,%) est (0.1176, 1.8824, 0.0000, 0.0000).

Remargue2 Comme pour l'approche précédente, aucune soluti@st nfaisable pour la réalisation
alternative. Autrement dit, chaque solution a urabdabilité 50% d’échouer a satisfaire la contrainte

Conclusion

Comme illustré dans les exemples précédents, ulmae prise de décisions sous incertitude doitdreeen
considération les conséquences des futures infliéalo’'une maniére explicite.

Dans la littérature de la programmation stochastigieux approches sont largement étudiées : uie Isas
la modélisation des recours futurs (ou encore réggnet 'autre restreint la probabilité d'infaidéd a un
certain seuil prédéterminé. Dans la premiére afygroon parle_des problémes avec recatrglans la
deuxieme des problémes a contraintes de hasard.

2.2. Exemple introductif a la PLS avec recours (Rhification de production)

Problématique : Il s’agit de minimiser les colts de productiontten satisfaisant les demandes des clients :

* Le cas le plus trivial (irréalisteiin seul produit, sans contraintes techniques...
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minc x x: production ; w : demande
S.CX=WwW
x =20
* Modele plus réaliste plusieurs produits, contraintes sur la produtdivét sur la capacité de la
production.
Produit
Matiere premiére | Prodl Prod2 c b
matl 2 3 2 1
mat2 6 3 3 1
relation > > = <
h 180 162 Y 100

Avec- b : capacité de production (quantité maximale daséares premiéres qui peut étre traitée) Colt de
production; h : demandes des clients

Le programme linéaire suivant décrit le problémeeluction femplacer raw par mat

min(zr}'au'l + 351"3'51&'2)

8.t. Trowl T Trawo = 100,
2-1??‘(1 wl + G-r-rau':} = 180,
3-1??‘(1 wl + 3-11-?‘(111'2 = 162,

Trauwl >0,

Traw2 = 0.

* Pratiquement, il peut arriver que les productivitéget les demandes varient aléatoirement, et qu’on
doit prendre notre décisioplan de production’avant de connaitre leurs valeurs exactes.

Supposons que :

- Un plan de production est a décider chaque sen&ine peut étre changé durant la semaine.

- Les productivitésr(matl,prodl) etr (mat2,prod2) ainsi que les demandes sont aléatdis autres
productivités sont déterministe raw2/prodl et rgwad?2), ou :

hp?'nn"l = 180 + Ci'l N

hm'od;? = 162 + 5:2-,
m(rowl, prodl) = 2 + 1,
m(raw?, prod2) = 3.4 — 12,

Et que les réalisations des 4 V.A sont comme suit :

¢ e [-30.91,30.91],

¢y € [-23.18,23.18],

m € [-0.8,0.8],
m € [0.0,1.84].

De ce fait, on aura le programme stochastique stiiva

[7]



Saloua CHETTIBI — Université de Jijel- Module : Optimisation Stochastique

min 2z, g1 + 3%rqw2)

s.t. Trqwl + Traw2 < 100, )
(2 + 7}1)313'11101 + 62 w2 = 180 4 g1~
B3Trawl + (3.4 — 72)Traws = 162 + (o,
Trawl = (),
Trpwe = 0.

En fin, ce probléeme de décisiofest pas bien définicar ce n’est pas encore claire le sens de ‘miahq les
réalisations des variables aléatoires ne sontgasuc!

Note
Géométriquement,

- Le changement dans les productivités correspondies translations paralleles des facettes de
I'ensemble des solutions admissibles.

- Le changement dans les demandes résulte en désnmeides facettes correspondantes.

- Les changements dans les productivités et les di#gsarésultent en une superposition de deux
motions géométriques.

Question de réflexion:peut-on parler de résolution graphique dans lestahastique ?

Les clients considéerent que leurs demandesont satisfaites durant la méme semainBour cela,
considérons que l'usine a établit un arrangemeat @es clients qui consiste a satisfaire les deesadds
clients en cas de manque, en achetant la quantitguante directement du marché. Cela va certairtemen
causer des colts supplémentaires a l'usine .

- 7 5 = _
On considére les couts unitaires suivardprodl = 1+ Uprod2 12.

Dans ce cas, I'objectif est de trouver un plan delpction qui minimise la somme desdts du premier
stage(i.e. de production) et dedstimation des colts de recourf.e. colt des produits achetés du marché en
cas de manque).

Pour formaliser cette approche, nous résumons notegion :

Un seul vecteur aléatoird=((;, &5, i1, 71,)"
Pour chaque contrainte stochastique on introduit wariabley; (§) qui mesure le manque dans la
production correspondante.

Le programme stochastique avec recours de notregeeest le suivant :

min {22,001 + 32 a2 + Eg[Ty1(€) + 1202(8)]}
s.t. Trawl + T rqw? < 100,
(E)rawt +  6Trauz + v1(8) > h(§),
3Trawl + B()Traw?2 +y2(8) = h2(§),
Trawl >0,
Traqw? =0,
v1(§) =
y2(§) = 0
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h1(€) = hproar = 180+ C1, ha(€) == hprodz = 162 + Ca,

a(g) = m(rawl,prodl) = 2+ 71, B(€) = m(raw2, prod2) = 3.4 — 72:

2.3. Programmation stochastique linéaire avec recaos!

En programmation stochastique linéaire avec rectigtée est d’optimiser les décisions que I'ontdmiendre

au momentgttout en tenant compte des conséquences de cessodécgpour toute réalisation des aléas qui
pourrait se produire aux instants ultérieurs. Lé frecours” révéle la possibilité dont on disposgemédier

a une décision éventuellement trop optimista I'instant t0, en mettant en ceuvre desons correctives
évidemment plus chéres.

Le probléeme peut s’étendre en plusieurs étapesarsuiinorizon d’étude, mais dans ce qui suit nous
considérerons le cas de deux étapes seulement.

2.3.1 Formulation d’'un PLS en deux étapes avec reas

Le probleme de référence sera le suivant :
Probléme (1)
mincT x + P (x)

S.CAx=b,x =0

avec (x) = E¢[Q(x, )]

Probleme de seconde
et Q(x,¢/) = min{q(§)"y} étape

s.cW(§y=h()-TE)x, y=0;

Notez que :

A Matrice déterministe ; & R™1xn1

b vecteur déterministe ;& R™

C vecteur déterministe ;& R™!

X Les variables x représentent les décisions declaigre a étape qui

doivent étre prises avant que toute réalisation ladevariable
aléatoiref ne soit connue.

y les variables y représentent les décisions, deelxidme étape,
prises une fois que les réalisation §lseront observées.

Fonction objectif On cherche a minimiser sur les variables de la remétape x
mais on veille en méme temps a ce que les coldeaxieme étape,
apres la réalisation de la variable aléatéjrsoient minimaux en
moyenne.
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Q(x, &) Fonction de recours qui représente le colt minirpoar corriger
la décision de la premiére étape et satisfairedesraintes.
Y(x) Espérance de la fonction de recours.
. — — - -
q&) =q+ Z-Qi £ Vecteur stochastique des colts unitaires de pégatif) € R™.
L

g, q; : vecteurs déterministes.

W(¢) Matrice de recours stochastiquegVR™2* "2
h(&) —T(&)x Mesure la violation des contraintes.
ol : T(f) € Rmzxnl
h(§) € R™
h(&)=h + X h;; h, h;, T, T; : déterministes.
TE)=T+ X% Ti &

Exemple: extraire T, W, g, A....de I'exemple de planificatida production déja présenté

2.3.2 Définitions

Définition 1 (recours fixé)

le recours est dit fixé quand YWE W (i.e déterministe donc indépendantle

Définition 2 (recours fixé complet)

Un recours fixé est complet si la matrice de res®irde dimensiom X n satisfait :
{tlt=Wy,y >0} =R™

Remargue

{tit = Wy,y > 0} = R™ = Vx € R" VE€E : le probléeme de seconde étape est faisaible.

Proposition
Une matrice W de dimension X n est une matrice de recours complet ssi

- Son rang est égale a m.
- Si on considere que les colonnes linéairement mmdgntes sont les m premiéres colonnes
W1,W2,...,Wm alors les contraintes linéaires (*) atter@ une solution réalisable.

Wy =20
yvi=1i=12,..,m *)
y =0

Définition 3 (recours relativement complet)

Si le probléme de seconde étape est faisable patE ¢ et au moins pour tout€ K; = {x € R}*|Ax =
b} alors le probléme (1) est un probléme a recouaiveiment complet.
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Remarque

Il est clair que le recours complet implique leaers relativement complet.

Définition 4(recours simple)

Le recours simple est un cas particulier du recgomplet fixé ou : W=(l, -I)I(la matrice identité d’ordre
m)

Exemples

Considérons le probleme de transport stochastique :

* Si on décide a la premiére étape d’installer desepats qui ne disposent pas d'une capacité
suffisante pour couvrir la demande réelle (révéléa seconde étape) qui peut se produire suivant un
scénario (pessimiste), le probléme résultant déewvien-réalisable, puisque on n’arrivera jamais a
satisfaire la demande clientéle (le recours n’astrplativement complet).

* Si, au contraire, on a la possibilité de recoaimifautres actions, par exemple locations des gitse
supplémentaires, alors on arrivera a satisfaidetaande a un co(t certes plus élevé mais fini.

2.3.3 Contraintes induites
Si la matrice W de notre probléme n’est pas uneiceatle recours complet, alors pour assurer lasgdalité
du probléme par rapport aux variables de la prenééape, il faut ajouter des contrairdé@es induites

Les contraintes induites sont des contraintes supghtaires en premiére étape qui doivent former un
ensemble qui contient toutes les solutions x deréaniére étape, telles que pour toute réalisatienla
variable aléatoiré, le programme en seconde étape soit réalisalitenaent :

pour touts’, j = 1,..., 7 il existe y tel queT(&/)x + Wy = h(&/),y/ 2 0,j =1,..,7.

Si on dénot&, I'ensemble des contraintes induites, alors oneexjge les x soient compris ddtgK, ;
donc on ne cherche que des solutions x qui sagesfiides contraintes induites, appartendfit.a

Exemple (P 43/44)
Considérons I'ensemble de faisabilité de premiéapesuivant :

X={zeR? |z -2, 4,71+ 225 < 8,22, — 22 < 6},

Pour les contraintes de seconde étape on choisit
. -1 3 5 . 2 3
wo (00 reer=(32)

Considérons le support §eest==[4,19]x[13,21] et que les contraintes a satisfaire poutd¢E sont :
Wy=¢&—~Tx, y =0,

Notons que
W, = 1W, + W,
Alors :

E—Tae =Wy +pWs, A p =0,

'le support peut étre un ensemble fini ou un polyédre (borné) convexe
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En détail :

1 — 21y — 339 = — A + 5y,

P :i.f'l o = .ZJ'L -+ ‘3.“
A= 0,

iy oy

Multiplions le systéme par la matrice réguliéere

On aura
E"fl =+ l.c__} F.f'l ?.f'-"_r = J..llﬂ = ),
—28 4+ 55 — 11y + 20 =122 = 0.

A cause de la non-négativité det 1

Trp+ T < 25+ & (=217

11y — o9 < —2&; + 5&a (> 2TV

£ =)

Comme ces contraintes doivent étre satisfaites mwaugalors choisissons la valeur minimale pour la partie
droite des inégalités, donne les contraintes iedigtiivantes :

K={z|Try+Try <21, 11y — 25 < 27}.

L’ensemble de faisabilité de premiére étape aing Bensemble de faisabilité induit sont illustgs la
figure :

ey e

Notes

» Dans le cas de recours complet, le probleme ddsatates induites n’est pas posé.
* SiK; nK, = ¢ alors on doit réviser notre modéle pour s’assguét est bien congu ou encore pour
voir s'il y a d'autres possibilités de compensatigni ne sont pas encore incluse dans le modéle.

2.3.4 Propriétés de la fonction de recours

Pour un PLS-RFQ(x,¢) est:

* Une fonction convexe linéaire par morceau en x i(jpoif fixe)
* quand q(¢) = g,une fonction convexe linéaire par morceay épour unx fixe)

Similairement sh(¢) — T(§)x = h — Tx alors queq(§) = q +); g; & alors::

* Q(x,& estconcave linéaire par morcealen
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Y(x) est également convexe linéaire par morceau en X.

Exemple
La fonctionf (x) = |x| est linéaire par morceau parce que :

_(x six=0
f(x)_{—x six <0

2.3.5 Modele déterministe équivalent

Soit 'ensembleS qui dénote I'ensemble des réalisations possit#€s. S est appelé ensemble de scénarios.
Considérons qué est fini, il est possible d’'écrire le probleme Ebus forme d’'un programme déterministe
équivalent ayant la forme suivante :

S|
. T ﬁ . T
mme x4+ Pels Ys
s=1

st. Ar=2>
T.x+Wuy=r,, Vs=1,---,|5|
r>0,y. >0, Vs=1,-- |9
Probléeme DE
ps: est la probabilité d’'occurrence du scénario
Ys : la décision de deuxieme étape associée au sgénar
Os hs, Ts: sont les valeurs des vecteurs et matrices sosseharic.
Note
Si on a V variables aléatoires av&cvaleurs possibles chacune, on obtient [ﬂglsv scénarios. Par
exemple, pour V=10 ef,= 5 valeurs possibles chacune, il arrive que 3&}scénarios. Dans le probleme
DE, si A est de dimensian, X n; et W est de dimensian, X n, alors on auran; + n,|S| variables et
my+m,|S| contraintes.

2.3.6 Algorithme L-Shaped pour la résolution de I'B d’un PLS-RF

2.3.6.1 Principe général

Dans l'algorithme L-Shaped (proposé en 1969 par $igke et Wets), deux classes de problémes soéesré
: le probleme maitre et les problemes-esclaves.

- Les problémes esclaves (un pour chaque scénagoivemt comme entrée les valeurs des variables
du premier niveau et calculent les variables deuexpropres a chaque scénario ainsi queold
associe

- Le probleme maitre comporte les variables du premieau et une description approximée de la
fonction de recours ; il est mis initialement s@forme :

mincTx + 60

sc.Ax =b
6 =(x)
x>0

Le but est de construire la fonction de recoursadimpdes solutions proposées au fur et a mesurdepa
probleme maitre et en ajoutant des coupes dédigtesrésolution des problemes esclaves. Plussgmeint :

[13]
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- La résolution des problémes esclaves nous permeléfieir une borne supérieure de la fonction
objectif.
- Larésolution du maitre nous permet de définir bomme inférieure de la fonction objectif.
Quand les deux bornes sont suffisamment proches’améte et on retient la solution optimale x*
correspondante.

2.3.6.2 Description de I'algorithme L-shaped

Etape0 :initialisation

K=0, LB= -0, UB=00,e >0

Trouverx® en résolvant
mincT x
sc.Ax=b

x>0
Etape 1:Résolution des problemes esclaves

Pour s=1,...,S
Résoudre le programme :

fX = mingl y
sc. W,y = hg — T, x¥

Si ce programme est infaisable pour un scénariors générer une contrainte (coupe) de faisalstit@me
suit :

1. TrouveruX solution du :
max u” (hs — Ty x*)
sc.u’w <0
llull <1
2. calculer :
a = ()" ks
B = (W™ T
3. Aller a I'étape 2
Sinon (si faisable pour tout les scénarios) génére contrainte (coupe) d’optimalité comme suit :
1. TrouverrX solution du programme (le dual) suivant :
maxn’ (hg — Tsx®)
n'Ws < qs

2. calculer

(14]
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N
@ = ) ()" he s
s=1

N
Bi= ) ()T, .,
s=1

3. Calculer la borne supérieure de la valeur ohject
VEk = cTxK +¥5_, pfF, UB=min{V¥, UB}
Si UB mise a jour alors* « x*

Etape 2: Ajouter une coupe au probléme maitre est le résoudr
1. Si un sous probléme infaisable, ajoftérx > ay
Sinon ajouterB;,” x + 6 > a;

2. Résoudre le probléme maitre pour trouver unatisol (cX+1, 0X+1) et la valeur objective optimalet*? :

VEtl =mincT"x + 6
sc.Ax=b
B x4+ 0= a,tel
B x> aypt ¢l
x=0
I, est 'ensemble des indices d'itération ou les i@ntes d’optimalité ont été générées.

3. LB=max{V'**1, LB}

Etape 3:Test d’'arrét

Si UB-LB< €|UB| alors

Stop et retenix™ correspondant a UB
Sinon

k-« K+1

Retour a I'étape 1.

Remargues
1/ I'étape 1 de l'algorithme L-Shaped peut étrapdifiée si :
- On connait que le recours est complet ou au nrelasivement complet.

- On peut définir directement des contraintes itedu(voir 'exemple du cours précédent).

2/ si on considére le vecte®f = [Il yeee .-In] Ut
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- lanorme euclidienneest donnée par

|2l = 21|24+ - - + |2
« lanorme 1lest donnée par

]l = [a1] + - - - 4 2]

Pratiguement, on choisit la norme 1 pour restersdancas linéaire (puisque la norme
euclidienne engendre des contraintes quadratiques).

Notes sur la génération de coupes de faisabilité pkalgorithme L-Shaped

Comment tester la faisabilité du programme (*) aot®

fX = minq! y
sc.Wyy = hg — Ty x*

Il faut résoudre

min v

sc.Wy +Iv = hy — T, x*

y,v=0
Si v*=0 alors le probléme (*) est faisable parce aqueaura par substitution qu#y = hy — T, x* (i.e
contrainte satisfaite).

Sinon (v*>0)
TrouveruX solution du :

max u” (hs — Ty x*)
sc.uTw <0

llully < 1

u est de signe libre

Si on remplace: pary; — p, tel que uq, 4, = 0 on doit résoudre :

max(uy — )" (hs — Ts x*)
sc.(uy — p)'W <0

e"( +p) <1

Uity 20

Ou,e = (1,...,1)7; le nombre de ses composants = nombre de ligmes\a

[16]
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2.3.7 L'algorithme L-Shaped Multi-Coupes

L'inconvénient de L-Shaped est la perte d’informata cause de I'agrégation des coupes dans I'&ape
Alors, afin d’améliorer I'efficacité de I'algorithme L-Spad, la version Multi-Coupes a été proposé (en 1988
par Birge et Louveaux) dans le but de minimiserdmbre d’itérations. Le principe est le suivant :

Au lieu d'ajouter une seule coupe au probléme maitrchaque itération, la méthode Multi-Coupes ajout
toutes les coupes obtenues a chaque itération.peetaet d’utiliser toute I'information obtenue arfrades
problémes esclaves ce qui assure une approximatismapide de la fonction objective.

Le probléme a résoudre aura la forme suivante :

mincl x + 2 0
s=1

sc.Ax=b

Bes' x + 0= ay, t €I,s =1, ..., S|
B x> apt ¢l

x>0

Inconvénient

Taille importante du probleme maitre (une variaseintroduite pour chaque sous probléme/scénarios)
Remargue

Afin de trouver un compromis entre les avantagdssinconvénients des deux méthodes précédentes, u
agrégation partielle des coupes est envisageable.
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